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De l'homographie en mécanique. 

Par P. Appell. 



" La découverte des principes de projection centrale marque incontestable- 
ment une époque importante dans l'histoire de la géométrie moderne. Les 
méthodes fondées sur ces principes possèdent un caractère à la fois intuitif et 
systématique, qui les rend également pi'opres à découvrir de nouvelles propriétés 
des figures et à rattacher tout un ensemble de propositions à une même vérité 
générale." * 

Il nous a paru intéressant de montrer que ces mêmes principes peuvent être 
appliqués, en mécanique, au mouvement d'un ou de plusieurs points libres solli- 
cités par des forces qui ne dépendent que des positions des points. On peut, par 
exemple, à l'aide de la transformation homographique, rattacher les unes aux 
autres des questions de mécanique en apparence différentes, comme le mouve- 
ment d'un point attiré par un centre fixe proportionnellement à la distance et le 
mouvement d'un point attiré par un plan fixe en raison inverse du cube de la 
distance. 

Un cas particulier de la transformation qui fait l'objet de cette étude a été 
indiqué par M. Halphen (Bulletin de la Société Philomathique, 7 lème série, t. I, 
page 89). Nous avons résumé les points principaux de ce travail dans une Note 
présentée à l'Académie des Sciences de Paris (Comptes Rendus, Séance du 4 
février 1889). 

1). Prenons d'abord le cas le plus simple et considérons, dans un plan fixe 
xOy, un point matériel de masse m sollicité par une force .F dont les projections 
X et Y sur les axes Ox et Oy sont des fonctions des seules coordonnées x et y du 
point ; les équations du mouvement seront 

ci or ci ?/ 

m- d7 =X, m-J = Y. (1) 

* Voyez une Note de M. Moutard, Applications d'Analyse et de Géométrie de Poncelet. Tome I, 
page 609. 
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Supposons que l'on ait trouvé des expressions de x et y en fonction de t vérifiant 
ces équations, et faisons la transformation homographique définie par les formules 



_ ax-\-by + c __ a'x + b'y + c' 

** — a"x + b"y + c" ' lh ~ a"x + b"y + c" 



(2) 



en remplaçant en même temps la variable indépendante t par .une autre variable 
t x liée à t par la relation 

rJt 

Mtl =(a»x + b"y + c"Y> < 3) 

où k désigne une constante différente de zéro. Nous supposons que le détermi- 
nant 



a 


b 


c 


a 1 


V 


c' 


a" 


b" 


c" 



n'est pas nul, et nous désignons par A, B, C, A', B, G, A", B", C" les coeffi- 
cients respectifs de a, b, c, a', b', c', a", b", c" dans le développement de ce déter- 
minant; ainsi 

A = b'c" — c'b", B = c'a" — a'c", C = a'b" — Va", 

A'= cb" — bc", etc., 



= *(«"«+»"* + «"F ^T 



Cela posé, on a 
dx x 

=*[(•£+» !>"* + ** + •"> - («" t + >"t> +**+<>] 

ou, en réduisant 



«^î — y.r m(-dy 



dti 
on trouve de même 



=*[ c(--ï-»t)+*î-^'*]' 



dx 
dt 



vÈl: 



f =*[-<*$ 



efcc\ 



£ 






+*£] 



On tire de là 






Ai 

«a? 
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ce que l'on peut écrire, d'après les équations (l), 



en posant 



X 1 = tf(a"x + b"y + c"Y[ C'{xY— yX) + BX—A>Y]\ (5) 

Y, = ¥ (a"x + b"y + c"f [— 0(x Y— yX) — BX + A F] J ' K ) 

Par hypothèse X et Y sont des fonctions de x et y ; X t et Y t sont donc des 
fonctions de x et y que l'on pourra toujours, à l'aide des formules de transforma- 
tion (2), exprimer en fonction de x x et y x . Il suffira pour cela de résoudre les 
équations (2) par rapport à se et y, ce qui donne 

_ Ax x + A'y, + A" _ Bx,± B'yy + B^ 
x ~ Ox x + C'yi + C' 7 ' y ~ Gx x +C' yi + G" ' { ; 

a"x + b"y + c" = jj^rcfy^-QTr , 

et de porter ensuite ces valeurs de x et y dans les expressions (5). 

D'après les équations (4) le point (x lt y^ se meut dans le temps t t comme 
un point matériel de masse m sollicité par une force F x dont les projections X x et 
Yi dépendent seulement des coordonnées x x et y x du point. On obtient ainsi le 
théorème suivant : 

Toutes les fois que l'on sait trouve)' le mouvement d'un point (x, y) sous l'action 
d'une force F dépendant seulement de la position du mobile, on en déduit, par la 
transformation précédente, le mouvement d'un autre point (x x , y x ) sollicité par une 
force F x dépendant seulement de la position du mobile ; la trajectoire du second point 
est la transformée homographique de la trajectoire du premier. 

On remarquera que la droite suivant laquelle est dirigée la force F x est la 
transformée homographique de la droite suivant laquelle est dirigée la force F. 
En effet, en désignant par £ x et y\ x les coordonnées courantes, on a pour l'équation 
de la droite suivant laquelle est dirigée la force F lt 

li — gi _ >?Lr~J r I 

Xi ~~ îi"' 

la transformée homographique de cette droite s'obtient en remplaçant £j e't r a par 

ag + bri + c _«'£_+_ &/ 2L+^' 

a'% + V'n + c" ' a'% + b"n + c n ' 

14 
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Xi et y x par les expressions (2), X 1 et Y x par les expressions (5). On a ainsi, 
après quelques réductions, 

C'[x(n-y)-y^-x)]+B'^-x)-A' («-y) 
G 1 (xY— yX) + B'X— A 1 Y 

_ — C\_x{yi — y) — y (g — ce)] — B{£ — x) + A {y — y) 
— C{xY—yX) — BX + AY ; 

or cette équation, où £, rj sont les coordonnées courantes, représente une droite 

Y 

passant par le point £ = cc, n — y e t ayant pour coefficient angulaire —y ; c'est 

donc la droite suivant laquelle est dirigée la force F. 

2. Applications. Examinons le cas particulier où la force F est centrale, 
c'est-à-dire passe par un point fixe que l'on peut toujours prendre pour origine 
des coordonnées x et y ; alors la force F 1 passe aussi par un point fixe ayant pour 
coordonnées 

situé à distance finie ou infinie. 

Supposons d'abord c" différent de zéro; le point (x[, y[) est alors à distance 
finie et on peut le prendre pour origine Ox des coordonnées (x x , y x ) , ce qui 
revient à supposer 

c = c'=0, 

et par suite 

A" = B" = 0, 

A = b'c", B=— a'c", A'—— bc", B' = ac". 

Appelons r la distance du mobile (x, y) à l'origine et r x la distance du mobile 
(«i, Vi) à l'origine Oj : ^^^ 

r=Vx z + f, r^VxTFy}. 

On aura, en appelant F la valeur algébrique de la force centrale (X, Y) prise 
positivement si la force est répulsive et négativement si elle est attractive, 

X-F— , Y=F^-; 
r ' r ' 

et avec les mêmes conventions, 
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Les formules (5) deviennent alors 



F, J- = ¥ (a"x + b"y + c'Jc" (ax + by) ^ , 
r i ' 

F x ^- = ¥ (a"x + h" y + c'Jc" (a'x + l'y) ~ 



d'où, en vertu des relations 

ax + by _ a'x -f- b'y 

x i - aFx^b ir y'+^ n ' Vx ~ ô 7 ¥+T"y + c" ' 

^- = /cV'(«" a; + ^ + c") 3 V' ( 7 ) 

formule qui exprime l'une des forces centrales en fonction de l'autre. 

Exemples. — I. Si la force F est proportionnelle à la distance, F=pr, le 
point (x, y) décrit une conique ayant pour centre le point ; on a alors 



*i = 71 



/7\3 ) 



!«! désignant une constante, comme il résulte de la formule 

a"x + b"y + c" = -- u ——-q I -- j - 1 ç Ti . 

Donc un point (x lt y y ) sollicité par une force centrale d'expression F x décrira une 

conique telle que la polaire de l'origine Ox par rapport à cette conique soit une 

droite fixe 

Cx,+ C' yi +G"=0 

homologue de la droite de l'infini dans le plan xOy. 

II. Si la force F est en raison inverse du carré de la distance F= -^-, le 
point (x, y) décrit une conique ayant pour foyer le point ; on a alors 

jp fVj 

1— (G*ï+ C'yx+C'fr*' 
et comme 

r 2 = x 2 + w 2 = 



r 2 



2/2 = ( 0^ + C 'y\ + O'J tt hXl ~ ay ^ + ( h ' Xl ~ a ' Vl ^ 



on a 



F x = ^ 



fi' désignant une constante. Donc un point (x x , y x ) sollicité par une force cen- 
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traie exprimée par cette dernière formule décrira une conique tangente à deux 
droites fixes distinctes 

(bxi, — ay t ) % + (b'xj, — a'y^ 

homologues des droites isotropes 

x* + 2/ 2 = 0, 
dans le plan xOy. 

Les deux lois de force ainsi trouvées sont celles que MM. Darboux et Halphen 
ont signalées, à la suite d'un problème posé par M. Bertrand, comme étant les 
plus générales qui font décrire à leur point d'application une conique quelles que 
soient les conditions initiales (Comptes Eendus des Séances de l'Académie des 
Sciences de Paris, Tome 84). La transformation que nous venons de faire, pour 
déduire ces lois de l'attraction proportionnelle à la distance ou inversement pro- 
portionnelle au carré de la distance, a déjà été indiqué par M. Halphen dans le 
Bulletin de la Société Philom attaque de Paris (7 ième série, Tome I, page 89). 

Dans ce qui précède, nous avons supposé c" différent de zéro ; si l'on a 

c"=0, 

o c 1 

le point x[ = —,j , y[ = -7,7 par lequel passe la direction de la force F t est rejeté 

à l'infini, et la force F 1 est parallèle à une direction fixe que l'on peut toujours 
prendre pour direction de l'axe O x yi. L'on aura alors 

c = c"=0, c'>0, 
A' = B'= 0, 
A = — b"c', B = a"c', A" = bc>, B"=—ac', 

et les expressions (5) de X x et Y x deviendront 

X x = , Y l = — ¥ {a' 'x + b"yfc' ~ . 

Exemples. — III. Si .F est proportionnel à r, F= (ir, on a 

X 1 =0, y i=( ( 7 a . 1+ c>y 1+ c"f> 
puisque 

a " x + h "y + c " = C-xT+C'y^+W ' 

Donc un point (x lt yi) sollicité par une force parallèle à l'axe O x y x ayant pour 
expression la valeur ci-dessus de Y x , décrira une conique dans laquelle le 
diamètre conjugué de la direction Oji/i est la droite fixe 

Cx.+ G'y.+ C'^O. 
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Si l'on suppose (7=0, on a 

F 1 = £- 



(£'*,!+ <?") 3 ' 
il existe alors une fonction des forces pour la force F car 

Fdr = (irdr 
est une différentielle exacte, et il en existe une aussi pour la force transformée 
F 1 car 

_ M2/1 



X x dx x + Y x dy x = tc'yî+ X G"Y 



est aussi une différentielle exacte. Cet exemple montre qu'il peut exister une 
fonction des forces pour la force F et en même temps pour la transformée F t . 
IV. Si F est inversement proportionnelle à r 3 

on a ^i=0, ^ = & ' - 



j_ 3 . «_ c /8 [(6 // gi — 6) , + (a // X i -a)'] 



./ 



on a donc X 1 = 0, Y x = ^—^^ _ ^ f . 

Ainsi un point sollicité par une force parallèle à un axe O x y x ayant pour expres- 
sion la valeur précédente de Y x décrit une conique tangente aux deux droites 
fixes parallèles ayant pour équations 

(V'xt — bf-{-(a"x x — af = 0. 

V. On vérifiera de même que, si la force .F est constante en grandeur et en 
direction, la force F x est centrale et a pour expression, si l'on prend pour origine 
Oi le centre des forces F lt 

F 1= ***- 



(Gx 1 +C'y 1 f 

Comme le point (x, y) sollicité par une force constante en grandeur et direction 
décrit une parabole dont l'axe est parallèle à la force, le point {x x , y x ) sollicité par 
une force centrale d'expression F x décrira une conique passant par O x et tan- 
gente à la droite fixe 

Cx 1 +C'y 1 = 0; 

cette loi de force centrale est un cas limite de la seconde loi de force centrale 
signalée par MM. Darboux et Halphen, à savoir le cas où le trinôme homogène 
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du second degré en x lt y 1 , qui se trouve élevé à la puissance — au dénominateur 

dans l'expression de cette loi de force, deviendrait un carre parfait. 

3). Le succès de la transformation homographique que nous venons d'effec- 
tuer, conduit à essayer, comme en géométrie, des transformations plus générales 
obtenues en posant 

x 1 = $(x,y), yi = 4>(n,y) 

et en faisant le changement de variable indépendante 

dt x = û(x, y)dt, 

4>, 4* e t ^ désignant des fonctions des coordonnées x et y. L'on aura 

dx x ___ 1 dx x 1 dty dx^ 1_ dty dy 

~dt^ ~~ X ~W ~ X . 3âT dT + X ~dy W 

d 2 x 1 __ 1 d<p_ dh^ , _1_ dc[>_ d?y_ 

~d% ~ W ~dx~ d? + ~W dy df 



+ % dx 



1 a fJL a ^ Y^Yj- — -ÎLf J_ a 4> V dy y 
U 3x À <fô / + a dy \ % dyAdtJ 

ira /l 8<î> \ JLf_L 8 <?> Al <fa # 
+ XL 3y V A 3x y + dx \ a a# /J dt dt ' 



et pour -Jr une expression analogue déduite de la précédente en remplaçant 4> 
par i^- Les équations du mouvement 



deviennent alors 



d?x ^ éPy _ „ 

d?x x „ tPyi v 



ou 



1 a* 1 3^ _i_ j_(J_i&Y— Y 

-* 1 - x "â¥ -* + 1?" a?/ + ^ axV^ dxAdtJ 

1 a / 1 a$ y% y, 1 r_a_ /_i_ a$\ , _a_ /j_ a^ \ -1 <&e <fy 

+ X "87 VX ~dy~)\dt) + a L dy \ % dx) + dx \ 3, 3*, j J <ft <ft ' 

Pi étant donné par une expression analogue déduite de la précédente par le 
changement de ^ en i|/. Le point (x lt y^) se meut donc, dans le temps t lt comme 
un mobile sollicité par une force F x de projections X x et F x . Mais, la force F 
étant supposée dépendre uniquement de la position du mobile (x, y), cette force 
Fx dépendra en général de la position et de la vitesse du mobile {x x , y^) . 
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Cherchons quelle doit être la transformation pour que, quelle que soit la 
force F, la force F x ne dépende que de la position du mobile (x u y^ . Pour cela, 
il faut et il suffit que les expressions de JT X et Y x ne contiennent pas les dérivées 

premières -^- , —;-- . On a donc les équations 
1 dt dt 

_1(JL a i_Vo M- ^) = o 

9xU dxJ- U ' dy\Z, dy) ' 

dy\h dx)^~ dx VA dy J 

et trois autres équations analogues pour la fonction ■»//• Les deux premières 
équations précédentes montrent que 

1 d$ ... 1 dq> . . 

/(y) étant une fonction de y seul et g (x) une fonction de x seul. La troisième 
équation donne alors 

/ (y) + •(») = o 

relation qui ne peut avoir lieu que si /' (y) et g' (x) sont constants : 

f(3/) = a > 9 1 («) = — a 
d'où f{y) — (*.y + ^, g(x) = —ax — y. 

On a donc 

|| = May + 0), |y = -Ma» + /) 
d'où, en éliminant 4> à l'aide de l'identité 

3// \ 9a; / dx \dy ) 
2^ + - ô -(ay + £) + -^(ax + y) = 0. (8) 

On trouve de même, en désignant par a', /3', y' des constantes 

Hr = M*'*/ + /?') > J|=-M«'* + 7'), 

23*' + ly (a'y + /?') + || (a'x + y') = . (8 ') 

On a ainsi deux équations du premier degré en -p.— , -p~ dans lesquelles le dé- 
terminant des coefficients des inconnues 

(ax + y)(a'y + (3') - {a'x + y')(ay + 0) 
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n'est pas nul, car s'il l'était, le déterminant fonctionnel 

dx dy dy dx 
serait nul. Si l'on pose, pour abréger, 

aP' — Pa' = a", ya' — ay' = b", y/3' — py' = c" 
l'on a, en résolvant les deux équations du premier degré (8) et (8'), 
1 3^ — 2a" 1 d% — 2b" 



% dx~ a"x + b"y + c" ' "k dy ~ a"x + b"y + c" ' 

d'où en intégrant 

log 3, = — 2 log (a"x + b"y + c") — log k, 

A — & (a"x + i"y + c"f ' 

7c désignant une constante arbitraire. Ayant ainsi déterminé Jl, on calculera les 
fonctions <|> et ^ à l'aide des relations 

|f- = M«y + £). -^- = -*(«* + y), 

f£ = *(«'* + 00. |£ =-*(«'* + /). 

qui donnent pour <£ et ^ des expressions de la forme 

ax + by + c . a'a; + 6'?/ + c' 

* ~~ a"x + 6"y + c" ' * - â'¥+T /7 y+V ' 

a, 6, c, a', 5', c' désignant des constantes. On retrouve ainsi la transformation 
homographique définie par les relations (2) et (3) ; et l'on voit que cette transfor- 
mation est la seule pour laquelle la force F x ne dépende pas de la vitesse, quelle que 
soit la loi de la force F en fonction de la position du mobile (x, y). 

4). Si la force F, tout en ne dépendant que de la position de son point 
d'application, était assujettie à des conditions particulib-es il pourrait exister 
d'autres transformations de la forme précédente 

x 1 =^>{x,y), yi = 4>(x,y), dt l = k(x,y)dt 

pour lesquelles F x dépendrait seulement de la position du mobile (x lt y,). 

Cela arriverait, par exemple, dans le cas particulier où la force F serait cen- 
trale, et dans le cas plus particulier encore où le mouvement serait rectiligne. 
Prenons ce dernier cas et supposons que le mouvement se passe sur l'axe Ox ; 
l'équation du mouvement sera 

m -T-3- = X, 

de 
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X dépendant de x seulement. Faisons 

x 1 = $ (a;) , dt x = §' {x) dt , 

l'équation prendra la forme 

d 2 x 1 __ X 



m 



dt\ — <p'(x) 

où le second membre peut s'exprimer en fonction de x x seulement. On a ainsi 
une transformation, avec une fonction arbitraire <p (x) , transformant le mouvement 
rectiligne d'un point, sous l'action d'une force qui ne dépend que de la position 
du mobile, en un autre mouvement rectiligne de même nature. 

5). Si nous revenons au cas général nous verrons sans peine que les considéra- 
tions que nous avons développées peuvent être étendues au mouvement d'un 
point dans l'espace et même au mouvement de plusieurs points sous l'action de 
forces ne dépendant que de la position des mobiles. 

En effet les équations du mouvement, dans un problême de ce genre, sont de 

la forme 

$x x _ d?x % _ d?x n _ 

dt ~"^ Ll ' dt ~ ^ dt ~ ■**' ^> 

Xi , X % , . . . . X n étant des fonctions données de x 1 , x% , . . . . x n . 
Faisons la transformation bomographique générale 

— a a x i "H a <a a; a +•••• + a< A + <*<, n + 1 __ Pi (i= 1 2 n) (10) 

Ji ~ a x x x + ojx % +....+ a n x n + a n+1 Q' 

«<, n a i, 2 • • • • a n a 2 • • • • étant des constantes, et y x , y % . . . . de nouvelles fonc- 
tions que l'on substitue à x lt x % . . . . ; faisons en même temps le changement de 

variable indépendante ^ 

dt\ = -qî • 

Nous aurons alors 



d]J± — ÉMl JL— n d £l_ p d Q • 
dt x ' " dt ' dt x ~ v dt * dt ' 



puis 



cfcj — y dt\y dt r% dt J—V \V dt" ^ ( dt )' ■ K } 



Comme Q et P, sont linéaires en x lt x 2 . . . . x n , le second membre de cette rela- 
tion contient les quantités a^, x a . . . . x n et leurs dérivées secondes par rapport à t, 
mais pas leurs dérivées premières. On pourra donc, à l'aide des équations (9) et 
(10), exprimer le second membre de cette relation (11) en fonction des seules 
15 
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quantités y x , y 3 . . . . y n . Les équations (9) du mouvement sont ainsi trans- 
formées en d'autres de même forme. 

Cette transformation homographique est d'ailleurs la seule transformation 
de la forme y i = ^ i (x x , x & , . . . . x„) (i= 1 , 2, .... n) 

dt x = X(x x , x%, . . . . x n ) dt , 

qui transforme les équations (9) où X x , X % X n sont des fonctions quelconques 

de x x , Xi, .... x n en d'autres de même nature relativement aux quantités 
y x , y 2 y n et à la variable indépendante t x . 

6). On pourrait généraliser les résultats précédents de la façon suivante qui 
nous a été signalée par M. Goursat. 

Soient les équations de Lagrange 

dt Kdq'J dq t ~ Vo 

««' = •§*-, (»=1, 2 h) 

où T'est une forme quadratique de q[, qi, . . . . q' k avec des coefficients fonctions 

de q x , q 2 , . . . . q k et où Q x , Q. 2 Q k dépendent seulement de q x , q % , . . . . q k , 

trouver les transformations de la forme 

r* —A (?n q% ft) > (*" = 1 , 2, h) 

dt x = ^(q 1 , q^, . . . . q k )dt 

qui transforment ces équations en d'autres de la forme 

A fM.\ M _ p 
\\dri) —~ - Ui 



dt x \dr'J dr t 



i = ^-, (»=1, 2,....*) 



Ti ~ dt x ' 



où S désigne une forme quadratique de r{, r' % , . . . . r' k avec des coefficients fonc- 
tions de r x , r % , . . . r k et où B x , B % , . . . R k dépendent seulement de r x , r 2 , . . . r k . 
Un cas particulièrement intéressant serait celui où la forme S se déduirait de T 
par le simple changement de 

q x , q 2> q k ; q[,qi, . . . . ql 

en n, r„ . . . . r k ; r{, r,', ri. 

Il est à présumer que les transformations que l'on trouvera sont analogues à celles 
qui, dans le cas du mouvement d'un point sur une surface, (le = 2) , conservent les 
lignes géodésiques. 



